DEGISMELI HALKALAR UZERINDEKI
IDEAL ISLEMLERI

» R bir halka ve I, R nin bostan farkl: bir alt kiimesi olsun. Eger her a,b € I ve her r € R i¢in
)a+ (—b) €l
) ra €1

kosullar1 saglaniyor ise I ya R nin bir sol ideali denir.

Degismeli bir R halkasinda her a € I ve her r € R i¢in ar = ra oldugundan sol ideal ile sag
ideal aynidir. Bu durumda I ya R nin bir ideali denir.

» R birimli ve degismeli bir halka ve a € R olsun. A = {ra : r € R }, R nin bir idealidir. Bu

Ideale R nin a ile tiretilen temel (esas) ideali denir ve
aR = (a) = Ra ile gosterilir.
Her ideali bir temel ideal olan halkaya temel ideal halkas: denir.
> Ideal tanim kullanilarak asagidaki sonuglara ulasilmaktadir:
1) R bir halka olsun. Egera € Rise A = {ra : r € R } kiimesi, R de bir sol ideal olur.

2) R birimli ve degismeli bir halka olsun. Egera € Rise A = {ra : r € R } kiimesi R de bir ideal
olur.

3) A ve B, R nin iki ideali olsun. O halde A + B de R nin bir idealidir.
4) A ve B, R nin iki ideali i1se AB de R nin bir idealidir.
5) Eger A ve B, R nin idealleri ise AB, A da ve B de kapsanir.

6) Eger A ve B, R nin idealleri ise (A: B) de R nin bir idealidir.
Burada (A:B) ={c € R : cB € A} seklinde tanimlidur.

7) A, R nin bir ideali olsun. O halde v/A da R nin bir idealidir.
Burada VA = {r € R : bir n € Nicinr™ € A} seklinde tanimlidir.

8) Tam sayilar halkasinin her 1deali temel 1dealdir.

» R bir birimli, degismeli halka ve A da R nin bir 6z ideali (A # R) olsun. O halde a, b € R i¢in
ab € A alindiginda a € Ayada b € A oluyorsa 4 ya R nin bir “asal ideali” denir.

» R bir birimli, degismeli halka ve A da R nin bir ideali olsun. Eger A4, R ye esit degil ve A ile R
arasinda kapsama bagintisina gore herhangi bir ideal yoksa A ya “maksimal ideal” denir.
(Ornegin A, R nin maksimal idealive A € K € Rise K = Ayada K = R olmalidir.)

» R bir birimli, degismeli halka ve A, R nin bir ideali olsun. Eger A asagidaki iki kosulu saglarsa
A ya R nin bir “asalimst ideali” denir.

i)ACR

ii) a,b € Ricinab € Ave a & A ise birn € Nicin b™ € A (veya b € VA)

» (@, R birimli, degismeli halkasinin bir asalimsi ideali olsun. O halde P = \/5 R nin bir asal
Idealidir. Bu durumda Q ya “P — asalims: ideal” denir.

» ( ve P, R birimli, degismeli halkasinin idealleri olsun. Q nun P — asalims1 ideal olmasi i¢in
gerek ve yeter sart asagidaki kosullarin saglanmasidar.

i)QcP
I1) Eger b € P ise b™ € Q olacak sekilde bir n pozitif tam sayis1 vardir.
1) Egerab € Q vea & Q ise b € P dir.
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GENISLETILMIS VE KISITLANMIS IDEALLER

» f:R — § bir halka homomorfizmasi olsun. 4, S nin bir ideali ise
f~1(A) ={r eR: f(r) € A} de R nin bir idealidir. Bu ideale " R nin kisitlanist" denir
ve f~1(4) = A€ ile gosterilir.

> A, R nin bir ideali ise f(A) nin S de trettigi ideale f(A)S, "A nin S ye genislemesi " denir ve
f(A)S = A°€ ile gosterilir.

» Genisletilmis ve kisitlanmis ideal tanimi kullanilarak asagidaki sonuglara ulagilmaktadir:
1) f: R — S bir halka homomorfizmasi olsun. A ve B, R nin idealleri ve I ve J, S nin idealleri

olsun.O halde A c Bise A° c B¢ vel c Jise I¢ c J¢ olur.

2) f: R — S bir halka homomorfizmasi olsun. A4, S nin bir ideali ve B, R nin bir ideali ise (A°)®c A
ve B c (B®)¢ olur.

3) A, S nin ve B, R nin ideali olsun. O halde A¢¢ = A€ ve B¢“¢ = B¢ olur.

4) A, B S nin ve I,] de R nin idealleri olsun. O halde, A° + B¢ < (A + B)° ve (I +])¢=1°+J¢
olur.

5) f: R — S bir halka homomorfizmasi olsun. 4, B S nin ve I,] de R nin idealleri olsun. O halde
(ANB)=A“NB ve (INJ])®c I°NJ°olur.

6) A, B S ninve I,] de R nin idealleri olsun. O halde, A°B¢ < (AB)¢ ve (I])¢= I°]° olur.

7) A, B S nin idealleri ve I,] de R nin idealleri olsun. O halde, (A: B)°c (A°: B¢) ve
(I:])¢c (I°:]°) saglanr.

8) A4, S nin bir ideali ve I da R nin bir ideali olsun. O halde, (+/A)¢= VA€ ve (v1)¢c V¢ saglanir.
9) B, R nin bir ideali olsun. Eger B kisitlanmis bir ideal ise (B€)“ = B olur.
10) A4, S nin bir ideali olsun. Eger A genisletilmis bir ideal ise (A€)€ = A olur.

» F bir cisim, D, F cisminde bulunan bir tamlik bolgesi ve M de D nin bir ¢carpimsal alt kiimesi
olsun. Burada a € D ve m € M olacak sekilde tiim a/m boliimlerini igceren kiime F cisminin bir
alt halkasidir. Bu kiime D), ile gosterilir ve bu kiime, D nin, M ¢arpimsal kapali alt kiimesine
gore “kesir halkast” olarak adlandirilir.

» R bir degismeli halka olsun. Eger R halkasi birimli ve asagidaki kosullar1 sagliyor ise R ye bir
“Noetherian halka” denir:

1) R nin ideallerinin her artan zinciri A,, < A,., <---sonludur.

i) R deki 1deallerin olusturdugu her bostan farkli idealler kiimesinin bir maksimal elemani
mevcuttur.

ii7) R nin her A ideali sonlu iiretilmistir. Yani, A = Ra; + Ra, + -+ + Ra,, olacak sekilde
a,as, ..., a, € A vardir.

EMMY NOETHER

Emmy Noether asil adi Amalie Emmy Noether; (23 Mart
1882 — 14 Nisan 1935), soyut cebir ve kuramsal fizige
c1gir acici katkilariyla bilinen bir Alman matematikgidir.
Pavel Alexandrov, Albert Einstein, Jean Dieudonné,
Hermann Weyl, Norbert Wiener ve daha bircok kisi
tarafindan halkalar, cisimler ve cebirler tizerine
calismalariyla devrim yaratan, tarthin en 6nemli
matematikc¢ilerinden bir1 olarak nitelendirilmistir. Einstein
Noether’in 6luimii tizerine New York Times’a yazdigi
mektupta sOyle diyordu: “Fraulein Noether, yiiksek
egitime kadinlarin da dahil olmaya baslamasindan bu
yana kendini gostermis en onemli ve yaratict matematik
dehasidir.”

Emmy Noether hem teorik hem de uygulamali
matematige onemli katkilar saglamistir. En onemli
basaris1 Noether teoremi olarak kabul edilmektedir.
Noether, her seferinde bir halkaya odaklanmak yerine,
tanimlanmasi kolay halkalarin tiimiiniin ortak bir 1¢ yapiy1
paylastigini1 gosterdi. Bu halkalara giinlimiizde Noether
halkalar: denir. Paylastiklar1 yapi, onlar1 inceleyen
matematikcilere yol gosteren bir harita gibidir.
Matematikciler Noether’in haritasini sadece halka
teorisinde degil, say1 teorisi ve cebirsel geometri gibi
diger alanlarda da kullanar.
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